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Y Notions générales sur le filtrage linéaire

A.1 | Caractére linéaire d’un filtre

Définition

Un filtre linéaire est un systéme fournissant un grandeur de sortie s(¢) (réponse du systéme) dépendant d’une
grandeur d’entrée e(t) toutes deux reliées par une équation différentielle linéaire a coefficients constants.

L’ordre d’un filtre est 'ordre de la dérivée de plus haut rang apparaissant dans cette équation différentielle.

Exemples

Dans le cas du circuit RC série alimenté par une tension u., la tension us aux bornes du condensateur vérifie :

Tus + Us = Ue
Le filtre est donc d’ordre 1.

Dans le cas du circuit RLC série alimenté par une tension u., la tension us aux bornes du condensateur vérifie :

.. wo . 2 2
Us + —<Us —|—LA.)0’LLS = WoUe

Q
Le filtre est donc d’ordre 2.

Ezxemple de l'amortisseur de voiture tel qu’il a été modélisé dans [’Exercice 3 du chapitre OSC2 :

wo . 2 2 wo
— €+ Wo€ = WyRe + ——

Q Q

L’entrée est z. (altitude de la roue suivant le relief de la route)) et la sortie est €(t) = z(t) — zeq (écart a la position
d’équilibre). Il s’agit d’un filtre d’ordre 2.

Ze

€+

D Principe de superposition
L’équation différentielle reliant la sortie et ’entrée est linéaire. Cela implique que 'on peut superposer différentes
solutions. Dans le contexte de ce chapitre, nous le traduirons ainsi :

Pour un méme filtre linéaire, si les sorties s (t) et sp(t) sont solutions respectivement pour les entrées e (t) et
ep(t), alors la solution pour l'entrée e(t) = Aaea(t) + Apep(t) est s(t) = Aasa(t) + Apsp(t) .

Plus symboliquement, on peut le percevoir ainsi :

- =
linéaire
. . Aaea(t) + Apep(t) Filtre Aasa(t) + Apsg(t)
St alors - linéaire
es(t) Filtre sp(t)
linéaire
Exemple

Application au circuit RC série :
Si Uentrée est uc(t) = Eo + E cos(wt + p.), alors en régime permanent, la sortie sera nécessairement de la forme
us(t) = So + S cos(wt + ps) ou :

O Sy est une constante solution particuliére de l’équation TUs + us = Eo , car de la méme forme que le second membre.

O Scos(wt + ps) est une solution particuliére de Tus + us = E cos(wt 4+ @e) , car de la méme forme que le second

membre aussi.
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A.2 | Comportement d’un filtre linéaire en RSF et fonction de transfert

a. Quelle est la forme de la sortie en RSF?

En régime sinusoidal forcé, les seconds membres des équations différentielles que nous avons a traiter sont par définition
nécessairement de forme sinusoidale de fréquence f donnée (cela étant imposé par I'expérimentateur ou bien des
contraintes extérieures). Et puisque les solutions recherchées en régime permanent sont de la méme forme que le second
membre, on peut en déduire la propriété ci-dessous.

En RSF, lentrée e(t) = E cos(wt + @) étant sinusoidale, on cherche alors une sortie sous forme sinusoidale
w

s(t) = S cos(wt + ps) de méme fréquence f = =
7r

b. Fonction de transfert harmonique d’un filtre linéaire

Exemple

Dans le cas du circuit RC série, par la méthode de résolution complexe, I’équation différentielle devient :

(1 + jwr)us = ue

1
Us = ot
On notera : H(w) = ﬁ , de sorte que :  us = H(w) ue -
g Us Ue

Généralisation :

( Fonction de transfert harmonique \

En notation complexe, ’équation différentielle reliant e(t) et s(¢) devient un lien de proportionnalité entre e et s.

On définit alors la fonction de transfert harmonique H(w) du systéme telle que :

s=H(w)e ainsi: H(w)=

[ISA

s>] ]S

( Gain d’un filtre \

D Amplitude de sortie et gain
Pour une pulsation w donnée, 'amplitude S de la sortie vérifie : S = |[H(w)|.E .

On définit alors le gain du filtre : [G(w) =|Hw) = S= G(w)E]

On définit également le gain en décibel : ‘ Gap(w) =20logG(w) < G =10%5/20

D Amplification ou atténuation ?
SiGy4gp >0dB < G>1 < S>FE :ilyadonceuamplification.

SiGgg<0dB & G<1 < S<EFE :ilyadonceuatténuation.
S J

Suivant la fréquence imposée et la nature du filtre, on peut observer soit une amplification soit une atténuation.

Nous avons vu que l'amortisseur de voiture (OSC2 ex8) pouvait amplifier les oscillations de la route lorsque la fréquence
d’ezcitation (liée o la vitesse du véhicule) se rapprochait de la fréquence de résonance, ou au contraire les atténuer si la
fréquence d’excitation était suffisamment grande.
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( Déphasage de la sortie par rapport a I’entrée \

Pour déterminer la phase initiale ¢ de la sortie connaissant celle de I'entrée, il suffit de pouvoir déterminer le
déphasage Ay, . = ps — p. Pour cela, connaissant la fonction de transfert a la pulsation w, il suffit de passer a

I’argument :
AQOS/G =argH

A.3 | Filtrage d’un signal périodique

Vs

-
Pour un filtre donné dont on connait le gain G(w) et le déphasage Ay, /.(w), on peut en déduire d’apres le
principe de superposition que si on superpose en entrée deux sinusoides :

ea(t) = Egcos(wat + vea) et ep(t) = Epcos(wpt+ @ep)
alors, nous observons en sortie également la superposition de deux sinusoides :
sA(t) = Sacos(wat + @sa) et sp(t) = Spcos(wpt + @sp)
SA = G(LUA)EA SB = G(wB)EB
telles que : et :
PsA = PeA Tt A‘Ps/e(wA) PsB = PeB T+ A‘Ps/e(WB)
N J

D Quelles sont les fréquences observables dans le spectre de sortie ?

Bien entendu, on peut aisément généraliser ’encadré précédent a une superposition de plus de deux entrées sinusoidales.

Pour un filtre linéaire, les fréquences observées dans le spectre du signal de sortie sont nécessairement présentes
dans le spectre du signal d’entrée.

D Caractére non linéaire d’un filtre

Un systéme pourra étre qualifié de non-linéaire si il ne satisfait pas la définition d’un filtre linéaire (voir paragraphe
A.1). Un tel filtre ne respectera donc pas le principe de superposition. La propriété ci-dessus n’est donc pas valable et il
apparaitra ainsi dans le spectre de sortie des nouvelles fréquences qui étaient pourtant absentes dans le spectre d’entrée.

Exemple

s Conversion alternatif-continu
Exemple du redresseur momno-alternance avec capacité de

. . . 1009 o, ”
«lissagey permettant d’effectuer la conversion alternatif- . Y 8
. D1 o
continu : [ F HE
S A T
™~ s 25l A FE i
1 = ! \ ] \ i \
r 5 0 [ A N Voo
g S \ \ ! \ I
g _25 \ ’r' ‘\l B \ K
R| | C== |us(t) 501 Voo Vo Vo
\ 1 \ 1 \ 1
\ ! \ 1 H
Ue(t) =751 \ Il’ VoS -=- Entrée
~10.01 R NS — Sortie

0.02 0.b3 0.b4 O.bS O.bG 0.b7 0.68
t(s)

La tension d’entrée u.(t) (tension sinusoidale que 'on souhaite convertir en une tension us(t) quasi-constante) ne
comporte que la fréquence f = 50 Hz dans son spectre. La tension de sortie us(t) observée (auz bornes du condensateur)
est périodique de fréquence f mais manifestement non-sinusoidale et donc comporte nécessairement dans son spectre des
harmoniques de fréquences 2f, 3f, ... qui n’étaient pourtant pas présentes dans le spectre d’entrée! Une composante
continue est méme apparue dans le signal (harmonique de fréquence nulle). Cet enrichissement spectral est caractéristique
d’une non-linéarité du filtre, non-linéarité due a la diode dont la relation courant-tension n’est pas linéaire !

Dans toute la suite du chapitre, on ne s’intéressera qu’a des filtres linéaires.
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Expérience

On s’intéresse au filtrage d’une superposition de deux signaux sinusoidaux de fréquences respectives f4 = 500 Hz
et fB = 10 kHz.

Des filtres RC seront employés dans cet exemple, leurs fonctions de transfert seront étudiées plus tard. Pour
Iinstant, admettons les courbes des gains données ci-apres.

D Filtrage passe-bas

Signal d'entrée

il ““Hhmrl“”““““lmnlll“m“mmm
A

On filtre ce signal a 'aide d’un filtre RC passe-bas, avec R = 100 k2 et C' = 1 nF. Nous verrons que le gain peut

1
s’écrire sous la forme G(f) = ——————, ou la constante f. = ——— = 1,6 kHz est appelée fréquence de

5 (/7 2 RC

coupure. Voici la courbe de gain correspondante :

3
12 T Spectre™

o g b o e .3

Fibiz)

_ 1
G(f) = 14(f/fe)?

08+ \\
0.6 N
\

02 e L
0
0 2 4 6 8 10 12 14 f (kHz)
Signal de sortie

i g
st T Spectre V)

PR

gl Y i, ]

2|
i

leHz)
o 2 : e : o o2 B

On pergoit aussi bien dans la représentation fréquentielle que temporelle des signaux d’entrée et de sortie que
la composante de fréquence fp a été clairement atténuée comparativement a la composante de fréquence fa
légerement atténuée. En effet, par lecture graphique, G(f4) = 0,96, alors que G(fg) = 0, 16.

b yb b o .~ S ST

B 8
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D Filtrage passe-haut

Signal d'entrée

8
1z T Spectre™

l“ll 1|mmmh .llllﬂmmn all{““““l
LA s all

On filtre ce signal a l'aide dun filtre RC passe-haut, avec R = 100 k2 et C' = 0,5 nF. Nous verrons que le gain

flfe .
W , ou la constante f. = 5RO

de coupure. Voici la courbe de gain correspondante :

g b b e

Bk

Fbz)

peut s’écrire sous la forme G(f) = = 3,2 kHz est appelée fréquence

- _ S/
G = 14 (f/fe)?
1
/-———_

0.6 : // : '
y //
0.2 /

0

0 2 4 6 8 10 12 14 f (kHz)
Signal de sortie

)
T Spectre ™

b b b e g e 0 w3

2l
19l

i
2 (=
R o ‘ 2 4 e K] 10 12 14

On percoit aussi bien dans la représentation fréquentielle que temporelle des signaux d’entrée et de sortie que la
composante de fréquence f4 est clairement atténuée comparativement a la composante de fréquence fp légerement
atténuée. En effet, par lecture graphique, G(f4) = 0, 14, alors que G(fg) = 0, 94.

( Généralisation : filtrage d’un signal périodique \

On sait ainsi grace a la fonction de transfert comment est modifié le spectre d’un signal périodique!

La connaissance de la fonction de transfert harmonique H(w) permet de déterminer le gain et le déphasage
appliqués par le filtre & chaque harmonique du signal d’entrée. Puis, on utilise le principe de superposition pour
en déduire le signal de sortie.

n N . Gaudouen
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A4 | Nature et bande passante d’un filtre

a. Différents types de filtres

Quand on souhaite modifier le spectre d’un signal pour privilégier certaines bandes de fréquences par rapport a d’autre,
on souhaiterait idéalement que les courbes de gain soient de ce type :

Filtre passe-bas Filtre passe-haut
G(f) G(f)
! f
fC fc
Bande Bande Bande Bande
passante coupée coupée passante
Filtre passe-bande Filtre coupe-bande
G(f) G(f)
f !
fcl fc2 fcl fcz
Bande  Bande Bande Bande Bande Bande
coupée passante coupée passante coupée passante

Et accessoirement, on souhaiterait que les courbes de déphasage soient «platesy», au moins dans la bande passante
(ainsi, tout se passe comme si nous n’avions laissé «passery que les composantes sinusoidales du signal d’entrée incluses
dans la bande passante sans avoir modifié leurs amplitudes ou phases initiales relativement les unes par rapport aux
autres).

b. Ecart a I'idéalité : fréquence de coupure a -3dB

En réalité, les filtres que nous seront capables de concevoir ne seront pas idéaux car les courbes de gain ne pourront
pas présenter des allures aussi abruptes que celles ci-dessus. On souhaite néanmoins préserver la notion utile de bande
passante. On choisit alors de la définir comme étant l'intervalle de fréquence vérifiant la condition suivante :

Gma:v

—s G > G4B.maz — 3dB
NG aB(f) dB,

Une fréquence f appartient a la bande passante du filtre si : G(f) >

® En effet, 20logV/2 =3 ...

Par exemple, pour le filtre RC passe-bas employé dans ’expérience du paragraphe précédent, on peut identifier
graphiquement la bande passante ainsi :

AR/ )2
Gmaa: =1
0.8
Grmaz ~ N
Vo 0,71 :
0.6 1
0.4 !
1
1
0.2 :
\ fe=1,6kHz
0 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14 f (kHz)
4

Bande passante

® Autre écart a l’idéalité : les composantes sinusoidales du signal d’entrée appartenant a la bande passante peuvent subir des déphasages
différents les unes par rapport aux autres comme nous le verrons dans différents exemples. Toutefois, c’est rarement génant en

pratique ...
N. Gaudouen
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B ‘Diagramme de ‘Bode

B.1 | Définition

Comme cela a déja été expliqué, pour caractériser la réponse d’un filtre a une entrée sinusoidale, il suffit d’étudier
son gain et son argument. En pratique, plutdét que le gain, on préférera étudier son gain en décibel qui permettra
une interprétation aisée du diagramme notamment parce que son usage ira de concert avec l'usage d’une échelle
logarithmique en fréquence (voir paragraphe suivant).

Définition

Le diagramme de Bode d’un filtre fournit la représentation graphique de G4 = 20log |H| et ¢ = arg(H) en

fonction de log z = log ol wyey est une pulsation de référence permettant d’adimensionner I’argument du
Wref

logarithme.

® x est souvent appelé pulsation réduite.

B.2 | Utilisation d’échelles logarithmiques

Prenons ’exemple de I'audible en choisissant une échelle linéaire 1 kHz <+ 1 cm de sorte que le spectre de ’audible
[20 Hz, 20 kHz] impose un axe horizontal de fréquence d’une vingtaine de centimétres de long. Voici alors le probléme
qui se pose : les graves (de 20 Hz & 400 Hz) occuperont une largeur de 0,38 cm, les mediums (de 400 Hz & 2 kHz)
occuperont une largeur de 1,6 cm et les aigus (de 2 kHz a 20 kHz) occuperont une largeur de 18 cm ! Bref, la répartition
n’est pas équitable.

Une échelle linéaire classique n’est donc pas satisfaisante pour couvrir ’étude d’une large gamme de
fréquence. Notamment, il sera compliqué de visualiser graphiquement l’effet d’un filtre sur les plus basses fréquences.

On préférera ainsi utiliser une échelle logarithmique. En effet, la fonction logarithme (base 10 en 'occurrence)
permet d’«adoucir» les changements d’ordre de grandeur. Notamment, multiplier une valeur donnée de x par 10 sur
une échelle linéaire revient & effectuer un saut d’une unité en échelle logarithmique (log(10z) = log(x) + 1).

Le premier axe ci-dessous représente une échelle linéaire en z, le deuxieme représente une échelle linéaire en X = logz,
alors que le troisieme représente une échelle logarithmique en x :

10 w
H : : : : : : : : : : : : : : =
0+ 100 ¢--oo 1000 Wref
) 1 0 B ) I
1 1 1 1 1 > X =logx
é é é é é N
1072 107! 10° 10* 102 103

Précisons ce qu’est une décade : il s’agit d’un intervalle de type [z, 10z].

[10%,10%] est une décade. [3.1072,3.10"] est une décade également.

Au sein d'une décade de type [10™,10""1] | voici la répartition des valeurs a.10™ pour a € [1,10] en échelle logarithmique :

1.10" s
: % % % % % ————— z

T
2.10" 3.10™ 4.10™ 5.10™ 6.10" 7.10™ 8.10™ 9.10™

n N . Gaudouen
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B.3 | Exemple

Tllustrons a nouveau avec 'exemple du circuit RC série avec une tension de sortie prise aux bornes du condensateur.

Nous avons vu que la fonction de transfert s’écrivait : H =

D Quelle pulsation de référence choisir ?

La fonction de transfert pourrait s’écrire simplement sous la forme

La pulsation de référence a choisir instinctivement serait donc —.

Si on y regarde de plus pres, le gain G(z) =

Gma
V2

1 w
we = — et donc x = — pour cet exemple.
T

We

D Diagramme de Bode

1
Vita?’

L pour z = 1. Ainsi, cette pulsation de référence correspond finalement & I'unique pulsation de coupure de ce filtre

T

1+ jwr

ﬂ:

en définissant x = wr .

de valeur maximale G4, = G(xz = 0) = 1, prend la valeur

Voici l'allure du diagramme de Bode pour cette fonction de transfert. Les tracés en pointillés représentent les
comportements du filtre a tres haute ou tres basse fréquence, aussi appelés comportements asymptotiques, et représentent
ainsi le diagramme de Bode asymptotique.

G Agese (°)
0
Y TN —10 TSN
X 20
~10 o
N )
N MO 4
20 NC% }E: N
o -5
20 & —60 \\
o 70 S
0 \\ . 80 ™ o
a 2 —1 0 1 2 w/we —90 — w/we
v 0 0 0 10 1072 10 10° 10t 102
On peut aussi représenter f ou w en abscisse plutét que x :
(;11]3 Aph//l‘, (O)
0
0 =< A
T~ 10 .
\\ —20 N 1
10 q 0 N
N 2 N 1
o N 70«@ 40 \\
\\ % 50 :
NG —60 N\
30 ™ TN
™~ —70 1
N\ N
b 80 ! ™N
—40 f (Hz) ) ! — ,
101 102 103 104 o o0 5 f (Hz)

o .
10 10% 10 10 10

Comparons a la courbe G(f) pour le méme filtre présentée dans I’expérience du paragraphe A.3b) (page 5) : on apprécie
le confort de lecture et d’interprétation apporté par 'usage d’échelles logarithmiques.

On peut par exemple retrouver facilement la valeur de fréquence de coupure par lecture graphique en identifiant d’abord
la valeur de GgB, mas (0 dB ici) et en identifiant la fréquence pour laquelle le gain vaut Ggp maz — 3 dB.

D Interprétation de la pente d’'un comportement asymptotique
1 1
H~ — = (G~-
jx T

Ainsi, G4p s’écrit comme une fonction affine de la variable log x et de coefficient directeur —20. D’ou le comportement

de type affine effectivement observé sur le diagramme ci-dessus a trés haute fréquence.

Gap(72) — Gap(21)
log xo — log x1

Pour z > 1 (cas treés haute fréquence), on a : = Gap =—-20loguz.

=-20.

Plus précisément, on sait que ce «—20» représente le taux de variation :

Par exemple, pour une décade, x5 = 1021 donc logxo = logx; + 1. Ainsi, en passant d’un bout & autre d’une décade,

AG
la variation de gain AGyp est donc : ldB = —20.

Autrement dit, le gain chute de 20 décibels toutes les décades. Donc on parlera de pente égale & —20 dB/décade.

On peut généraliser aisément : si pour un filtre donné, on montre que dans une certaine gamme de fréquence,
Gap ~ Nlogz + constante, alors on dira que la pente est égale & N dB/dec.

N . Gaudouen
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Exemples de filtre

C.1 | Filtre passe-bas d’ordre 1

a. Exemples des circuits RC et RL

D Prévision de la nature du filtre

Circuit

TBF

THF

Ainsi, ces deux filtres atténuent les hautes fréquences : il s’agit donc bien de filtres passe-bas.

D Fonction de transfert

Circuit

Fonction de transfert H

Pulsation de coupure w,

Ces deux fonctions de transfert peuvent donc toutes deux s’écrire sous la forme : H =

Inspirons-nous en pour définir la forme canonique d’une filtre passe-bas d’ordre 1.

N . Gaudouen
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b. Forme canonique de la fonction de transfert, gain et déphasage

Pour un filtre passe-bas d’ordre 1, on choisira naturellement

Forme canonique de H Gain G Déphasage Aps /e

c. Diagramme de Bode

Placons nous dans le cas Hg > 0.

D Etude des comportements asymptotiques et du cas = = 1

TBF (z <« 1) z=1 THF (2 > 1)

S~

GaB

A()‘73/5

D Tracé du diagramme de Bode
Traitons le cas simple Hy = 1 (cas du circuit RC ou RL série).

Aps/c (o)

0

GaB

—10

—30 —-70

—40 — —90

- - 2 We - -
102 10 10 10t 102 We 1072 10t 10 10
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E C.2 | Filtre passe-haut d’ordre 1

a. Exemples des circuits RC et RL
D Prévision de la nature du filtre

Circuit TBF THF
o_|C
Ue R Usg
R
Ue L Us

Ainsi, ces deux filtres atténuent les basses fréquences : il s’agit donc bien de filtres passe-haut.

D Fonction de transfert

Circuit

Fonction de transfert H

Pulsation de coupure w,

Circuit RC série

Zc

Circuit RL série

Ces deux fonctions de transfert peuvent donc toutes deux s’écrire sous la forme : H =

1
14+ 1

Jw/we

Inspirons-nous en pour définir la forme canonique d’une filtre passe-haut d’ordre 1.

N . Gaudouen
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b. Forme canonique de la fonction de transfert, gain et déphasage

Pour un filtre passe-haut d’ordre 1, on choisira naturellement

Forme canonique de H Gain G Déphasage Aps /e

c. Diagramme de Bode

Placons nous dans le cas Hg > 0.

D Etude des comportements asymptotiques et du cas = = 1

TBF (z <« 1) z=1 THF (2 > 1)

S~

GaB

A()‘73/5

D Tracé du diagramme de Bode
Traitons le cas Hy = 10 par exemple.

) °
Gan A*ﬂs/e ( )
90
==L
™~
20 80 \‘\
. N\
0 ‘\
10 60 \
50 \
0 40 \\
30 \
—10 20 \\
10 N 4
J
w .\\ w
—20 — 0 —
2 1071 100 10! 102 We 1072 ! 100 10t 102 We

10

N . Gaudouen




A = EC5 % Tillrage linéaire PHYSIQUE PCSI

E C3 | Filtre passe-bande d’ordre 2

a. Exemple du circuit RLC série
D Prévision de la nature du filtre

Circuit TBF THF

L C
o T |

[ue R Us

Ainsi, ce filtre atténue les basses et les hautes fréquences : il s’agit donc bien d’un filtre passe-bande.

D Fonction de transfert

Circuit Fonction de transfert H

Rappel :
wo = L
'T VIC
1 /L
©=zr\c

Inspirons-nous de cet exemple pour définir la forme canonique d’une filtre passe-bande d’ordre 2.

b. Forme canonique de la fonction de transfert, gain et déphasage

Pour un filtre passe-bande d’ordre 2, on choisira naturellement

Forme canonique de H Gain G Déphasage Ag;/e

L’étude de la résonance en intensité du circuit RLC série (ou de l'oscillateur masse-ressort) nous a déja fourni les
pulsations de coupure liées au phénomeéne de résonance (obtenues en résolvant G(z) = Gmas/V2) :

wel = %(W—Q
w2 = ﬂ(\/1+4Q2+1>

2Q

(largeur de la bande passante)

[ Le filtre passe-bande est donc d’autant plus sélectif (bande passante étroite) que son facteur de qualité est grand. ]
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c. Diagramme de Bode

Placons nous dans le cas Hg > 0.

D Etude des comportements asymptotiques et ducas ¢ =1

TBF (z < 1) z=1 THF (z > 1)

S~

Gap

A(tos/e

Intersection des asymptotes :

D Tracé du diagramme de Bode

On considere par exemple que Hy = 1.
On s’intéresse aux cas Q@ = 0,1 et Q = 10 afin de percevoir 'influence du facteur de qualité.

G °
dB Apg/e (°)
20 90 =
N ™
" 80 \\
7 ~
10 , < 70 N\
. \
, 3 60
0
N
4 R 50 \1\
N 4
_10 40 \
’ N P
. 20 N
—20 < 20 \‘
. N
B 10 S
“ rd
—30 < 0 N
, 3 —10
—40 N
—20
—50 —30 \
—40
—60 _50 \
o \ Q=01
N\
—70 0 g
w e N
—80 — N w
-3 —2 —1 0 1 2 3 wo —90 —
10 10 10 10 10 10 10 .
1073 1072 10~ 1 10° 10t 102 103 WO

Dans le cas Q = 0,1, Uallure graphique du déphasage parait étrange, non ?
1 1
1+ jaz 1+ ﬁ
Ainsi, H = aHoH | H, , ou H, est la fonction de transfert d’un filtre passe-bas hypothétique d’ordre 1, et H., est la fonction de transfert
d’un filtre passe-haut hypothétique d’ordre 1. On peut donc écrire : Ggp = 20log(aHo)+Gap,1+Gap2 et Apg/e = Ay /e +A¢;/c0
. C’est pourquoi on distingue sur le diagramme de Bode l’action déja étudiée de chacun de ces deux filtres fictifs sur le signal d’entrée

1 b 1
OnpeutmontTerquesiQ<§, H = aHy avec v =1+ — , a+b:6 etab=1 .
a

w w
en «additionnant leurs effetsy. Le passe-bas est de pulsation de coupure 20 ulors que le passe-haut est de pulsation de coupure 70
a

1 1
Les pulsations réduites correspondantes sont donc — et —. Par exemple, pour Q = 0,1, on peut établir que a ~ 1, et de plus a ~ 0,1

a
et b~ 10. On retrouve effectivement sur le tracé (cas Q = 0,1) ces valeurs particuliéres de pulsations réduites...
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C4 | Filtre passe-bas d’ordre 2

a. Exemple du circuit RLC série
D Prévision de la nature du filtre

Circuit TBF THF
R L

Ainsi, ce filtre atténue seulement les hautes fréquences : il s’agit donc bien d’un filtre passe-bas.

D Fonction de transfert

Circuit Fonction de transfert H

b. Forme canonique de la fonction de transfert, gain et déphasage

Forme canonique de H Gain G Déphasage Agg/e

N . . . . s sen 2 . . 1
D’apres I'étude de la résonance en charge du circuit RLC série, on a déja établi que si Q > — =0,71 , on observera un

V2

, N , N . 1 . . . .
phénomeéne de résonance a la pulsation w, = wp4/1 — 00 Mais puisqu’on souhaite concevoir un filtre passe-bas, on
cherche plutét a éviter ce phénomeéne de résonance qui introduit un comportement passe-bande non-souhaité et
localisé au voisinage de x,. ~ 1 (voir courbe de gain a la page suivante).
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Ainsi, dans le cas ou Q < L (pas de résonance), le gain maximal est |Hp|. La pulsation de coupure du

V2
filtre vérifie donc G(z) = Ii\/%' La résolution est fastidieuse et n’a pas un grand intérét en soi. On admettra que

we diminue lorsque @ diminue et on se contentera de déterminer graphiquement sa valeur. Néanmoins, a la limite

d’existence de la résonance, la résolution est tres simple (faites-le!) et aboutit & | w. = wq , pour Q = —

V2

c. Diagramme de Bode

Plagons nous dans le cas Hg > 0.

D Etude des comportements asymptotiques et du cas = = 1

TBF (z < 1) z=1 THF (z > 1)

[

GaB

A(105/(»3

D Tracé du diagramme de Bode

Avec Hy = 1, représentons les cas Q = 0,1, Q = et @ = 10 afin de percevoir I'influence du facteur de qualité.

Sl

Gas Apg/e (°)
20 [l 712 ~_ h\\va"F Q =1
[ Q=10 NG '
10 / 20 \

’// \ —30

N —40 ~
T~ N _50 \,
_10 A —60 \\
AN
™N 70 AN
\ 80 AN
N \ N
N\ —90
N \ 100

—40 —110

\
) =0,1 —120
=560 N\ 130 <
140 N\
—60

—150 \\
\\ —160 AN

—170
N @ . . i
— 180

10° 10! 102 WO 1072 10

10~ 10 100 101 102 WO

On retrouve la méme étrangeté graphique que dans le cas du filtre passe-bande pour un faible facteur de qualité.
1
OnpeutmontrerquesiQ<§, H=H aveca+b=— etab=1.

1Y jaz 1+ jbzx
On peut donc encore une fois «additionner les effets» de deuz filtres hypothétiques, tous deux passe-bas ici : l'un de pulsation réduite

1 1
de coupure —, et — pour lautre. Par exemple, pour Q = 0,1, on peut établir que a ~ 0,1 et b >~ 10. On retrouve effectivement sur
a

le tracé ces valeurs particuliéres de pulsations réduites... Et cela explique également [’existence d’un comportement asymptotique
intermédiaire 4 —20 dB/dec correspondant au cas ot la fréquence d’entrée appartient d la bande passante de 'un mais pas a celle de
Uautre ...
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EB TRealisation d’opérations & Uaide de filtres

D.1 | Comportement dérivateur d’un filtre

2
Pour qu’un systéme réalise une dérivation de Uentrée, il faut : s(t) = K € ou K est est une constante.

Cela implique : s = Kjwe = t H=Kjw=K'jx J (ot K" = Kwyef).

, T +7r , si K <0
Par conséquent : Ggp = 20logx + constante et Ap,e= - +
2 0 , sinon

Un filtre se comporte comme un dérivateur dans un domaine de fréquence ou le gain en décibel présente un
aspect affine de pente +20dB/décade et ot la sortie et 'entrée sont en quadrature de phase.

C’est le cas d’un filtre passe-haut d’ordre 1 a basse fréquence (f < fc) ou bien d’un filtre passe-bande a basse fréquence
également (f < fo). Voir les diagrammes de Bode déja établis dans la partie précédente.

ds s de
® Interprétation dans le domaine temporel , par exemple dans le cas du circuit RC passe-haut : ) + - = e
T
ds S s S
S étant Uamplitude de s(t), alors — est en ordre de grandeur égal a T = fS . De méme, en ordre de grandeur : — ~ — = 2nf.S.
T
s s s de de
Il faut — <K —  afin que Uéquation différentielle s’écrive approrimativement : — = T = 5= Ta (comportement dérivateur).
T

1l faut donc f <K 2nf., soit f K fe. On retrouve donc bien la méme condition.

Expérience

Employons par exemple un filtre RC passe-haut (R = 20 k2 et C = 10 nF) de fréquence de coupure f. ~ 800 Hz.
Voici son diagramme de Bode :

GaB A“fgs/(‘ (O>

90

\,
N\,

L f (Hz) 0

10

D Observation du comportement dérivateur

Si on s’en tient d la courbe de gain, le comportement dérivateur pourra étre observé
jusqu’a environ 400 Hz. Essayons avec un signal d’entrée triangulaire de fréquence
fondamentale fi = 50 Hz sans composante continue. La dérivée d’une fonction
affine par morceaux serait une «fonction constante par morceauzry. Autrement dit,
la dérivée d’un signal triangulaire est un signal rectangulaire. C’est bien ce
qui est observé!

® Notons que 'amplitude créte-a-créte a fortement chuté, et c’est bien normal puisque

le filtre a du atténuer les composantes sinusoidales pour effectuer la dérivation
(voir courbe de gain).
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bande coupée

Analysons un peu plus en détail. On rappelle que le signal triangulaire (en entrée ici)

ne comporte que des harmoniques impaires d’amplitude — . Ainsi, les 7éme et 9éme

harmoniques sont de fréquences respectives 350 Hz et 450 Hz et les harmoniques
suivantes sont donc de fréquences trop élevées et ne seraient donc pas dérivées par le
filtre (elle ne seraient d’ailleurs quasiment pas atténuées et éventuellement légérement
déphasées d’apreés le diagramme de Bode).

Pourtant, cela semble fonctionner quand méme car ces harmoniques de rang supérieur
ont un «poidsy faible dans le spectre du signal puisque leurs amplitudes sont bien
moindres que les harmoniques de rangs inférieurs.

Remarquons qu’en réalité, d’aprés la courbe de déphasage, le comportement dérivateur
ne devrait étre observé que jusqu’a environ 10 Hz. Pourtant la fondamentale est de
fréquence supérieure a 10 Hz et donc les harmoniques aussi! C’est probablement la
raison pour laquelle le signal rectangulaire observé en sortie n’est pas parfaitement \€"

rectangulaire non plus (coins arrondis). Mais ¢a ne marche pas si mal que cela malgré deeroissance en L

tout. g " .

fi fs\JSs fr fo

fs fr fo

D Application a la suppression d’une composante continue

Prenons désormais un signal d’entrée créneau de fréquence fondamentale fi = 70 kHz avec composante continue. La
fondamentale et les harmoniques ne sont pas situées dans le domaine fréquentiel ot le comportement du filtre est dérivateur.
Bien au contraire, d’aprés le diagramme de Bode, elles seront laissées «intactesy en sortie (pas d’atténuation ni amplification,
pas de déphasage). Par contre la composante continue de fréquence nulle satisfait bien la condition f < f. pour observer le
comporterment dérivateur. Et la dérivée d’une constante est égale a ... 0! D’ot une composante continue nulle en sortie et

un motif rectangulaire identique a celui d’entrée.
Ne coupée

1

) E décroissance en L

! <~ -

] B e

1 I I | | _7_._ﬂ_

fe I \ f5 b fo

D.2 | Comportement intégrateur d’un filtre

Pour qu’un systéme puisse primitiver 'entrée , il faut que la sortie vérifie :  §(t) = Ke(t) , ou K est est une constante.
En effet, cette relation impose de primitiver e(t) pour obtenir s(t).

L . K K N
Cela implique : jws = Ke = H=—=— (ot K’ = Kwyey).
Jw Jr

, s +7 , si K/ <0
Par conséquent : Gyp = —20logx + constante et Apge=—7 +
2 0 , sinon

Un filtre se comporte comme un intégrateur dans un domaine de fréquence ou le gain en décibel présente un
aspect affine de pente -20dB/décade et ou la sortie et 'entrée sont en quadrature de phase.

C’est le cas d’un filtre passe-bas d’ordre 1 d haute fréquence (f > fc) ou bien d’un filtre passe-bande d haute fréquence
également (f > fo). Voir les diagrammes de Bode déja établis dans la partie précédente.
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ds s e
® Interprétation dans le domaine temporel , par exemple dans le cas du circuit RC passe-bas : m + - =—.
T T

~

d S S
S étant 'amplitude de s(t), alors d—: est en ordre de grandeur égal d T = fS . De méme, en ordre de grandeur : — =2nf.S.
T

s
.
ds s Lo e L o ds e o
11 faut T > —  afin que U'équation différentielle s’écrive approximativement : et (comportement intégrateur). Il faut donc
T

o
> 2nfe, soit f> fe. On retrouve donc bien la méme condition.

Expérience

Employons par exemple un filtre RC passe-bas (R =20 k) et C = 10 nF) de fréquence de coupure f. ~ 800 Hz.
Voici son diagramme de Bode :

Gan Apgse (°)

0

0 ——

—10

10 i \

—20 L

—30
—30 M N\

—40

—40 L a

—50

—60

70

—80

_f (Hz) 90

10 10

108 -1 40

D Observation du comportement intégrateur

Si on s’en tient d la courbe de gain, le comportement intégrateur pourra étre observé a partir d’environ 2 kHz.
Essayons avec un signal d’entrée rectangulaire de fréquence fondamentale f1 = 20 kHz sans composante continue.
La primitive d’une «fonction constante par morceauxry serait une fonction affine par morceaux. Autrement dit,
l’intégration d’un signal rectangulaire fournit un signal triangulaire. C’est bien ce qui est observé!

bande coupée

Stor® L _MESURE
Vmax

décroissance en L

Sn
- \
OCHI EDGE FDC \ . .
0 19.9998kHz ‘\ décroissance en;g
Rl T e f
i f3 fs fr fo

Notons que l'amplitude créte-a-créte a fortement chuté, et c’est bien normal puisque le filtre a du atténuer les composantes
sinusoidales pour effectuer lintégration (voir courbe de gain).

En réalité, d’apres la courbe de déphasage, le comportement intégrateur ne devrait étre observé qu’a partir d’environ
80 kHz. Or, la fondamentale est a 20 kHz ! C’est probablement la raison pour laquelle le signal triangulaire observé
en sortie n’est pas parfaitement triangulaire non plus (au niveau des «pointesy notamment). Mais ¢a ne marche
pas si mal que cela malgré tout...

D.3 | Comportement moyenneur

Si lentrée e(t) est périodique, rappelons que l'on peut distinguer dans son spectre une composante continue qui
représente la valeur moyenne (e¢) :

e(t)= (e) + fondamentale de fréq. fi + harmoniques de fréq. nfi (n > 2)

On rappelle qu’un signal constant, égal & (e) par exemple, peut étre considéré comme un signal sinusoidal de fréquence
nulle.

a N . Gaudouen
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Ainsi, pour ne récupérer que la moyenne du signal en sortie d’un filtre (tout du moins & un facteur constant pres), il
faut employer un filtre atténuant fortement I’harmonique et les fondamentales.
p

N
Un filtre passe-bas de fréquence de coupure f. tres faible devant la fréquence f; du fondamental ne laissera passer
que la composante continue du signal et donne ainsi acces a la valeur moyenne du signal a un facteur constant
prés (correspondant au gain o fréquence nulle) :

s(t) 2 G(f=0)(e) sife<h

Expérience

Reprenons le filtre passe-bas du paragraphe précédent de fréquence de coupure f. ~ 800 Hz. Le gain d fréquence
nulle est de 1. Et toutes les fréquences supérieures ¢ 800 Hz sont en dehors de la bande passante.

D Observation du comportement moyenneur

Par exemple, pour un signal d’entrée créneau de fréquence fondamentale f1 = 20 kHz comportant une composante

continue :
Ey bande coupée
i
1
-4
| \1\
— b &miﬁsaﬂce enl
i X
H
fe 1
Sy

décroissance en 5
pree e ‘
- |
1 I3 f5

En sortie, on observe effectivement un signal quasi-constant prenant comme valeur :
G(f =0) x composante continue en entrée

Toutes les composantes sinusoidales ont été fortement atténuées car f1 > f. et sont donc ainsi quasi-inezistantes
dans le spectre de sortie.

® D’aprés le paragraphe précédent, le filtre devrait se comporter comme un intégrateur du point de vue de la fondamentale et
des harmoniques. Et on devrail donc observer en réalilé une composante continue auquel se rajoute un signal triangulaire
(par intégration du motif rectangulaire). C’est effectivement le cas si on «zoome» sur le signal : cette ondulation triangulaire
autour de la composante continue de sortie existe mais est d’amplitude trés faible car le filtre a du fortement atténuer
les composantes sinusoidales pour justement pouvoir effectuer cette intégration (voir courbe de gain). En dézoomant (voir
photographie ci-dessus), cette ondulation est donc peu perceptible.

I3 Impédances d'entrée et de sortie d'un filtre

E.1 | Modélisation des bornes d’un filtre

(voir notes de cours manuscrites)

E.2| Association en cascade de quadripdles

(voir notes de cours manuscrites)
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