SIGNAUX (S) Enseignement de Sciences Physiques / PCSI

¥ Chapitre 1 : Description et analyse de signaux

/

n Caractéristiques générales d’un signal périodique
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n Caractéristiques générales d’un signal périodique
Al | Motif, période et fréquence

Un signal périodique s(t) de période T (en s) est une grandeur physique fonction du temps qui se reproduit
identique a elle-méme au bout d’une durée T :

s(t+T) = s(t)

Le motif est la portion de signal qui se répete indéfiniment, et T' correspond donc a la durée du motif.

1
La fréquence est 'inverse de la période : [ = T

Exemple

Dans cet exemple, s(t) = 2+ 3 cos(40mt + 0, 77) + 1, 5sin (1207Tt + %) ot t est exprimé en secondes.

Voici deux motifs différents (mais on peut en s(t)

distinguer bien d’autres!). 6
On lit graphiquement la période : T = 50 ms. La 2
! t (ms)

fréquence est donc f = = 20 Hz.

50 ms ‘2’4\/' 25 50\J 75 100/ 125 150\J 175 200
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S1  Description et analyse de signawx PHYSIQUE PCSI

A.2 | Définition de la valeur moyenne

La valeur moyenne (s) d’un signal s(t) périodique de période T est :

to+T
@):%/ s(t)dt

to

® On peut montrer que ce résultat ne dépend pas de l’instant to choisi.

D’apres I’ interprétation graphique d’une intégrale, T.( s) représente donc aire sous la courbe du motif.

Exemple

Reprenons Uezemple précédent. La moyenne (s) est positive car l'aire s(t)

T.(s) sous la courbe évaluée sur une période est visiblement positive : 6

en effet, l’aire négative en gris clair est en valeur absolue plus petite que 4

laire positive en gris foncé. (s)

En Uoccurrence, {s) = 2 pour cet ezemple. Nous verrons plus tard 0 t
comment obtenir simplement ce résultat ... 2

A.3 | Définition de la valeur efficace

La valeur efficace S.y; d’un signal s(t) périodique de période T correspond a la racine de la moyenne du
carré de s(t) :

to+T
Sers =) = \/%/ 2(t)dt

® On peut montrer que ce résultat ne dépend pas de l’instant to choisi.

® On parle également de valeur RMS («Root Mean Squares, cad racine de la moyenne du carré) pour désigner la valeur efficace.

Exemple

s*(t)

Toujours dans l’exemple précédent, 40

voici la représentation de s°(t) ainsi 35

que la valeur moyenne (s°) = SZ;; 20

correspondante. La valeur efficace 25

vaut ict Sepy = \/9,_6 = 3,1 (nous 20

verrons plus tard comment obtenir 15

simplement ce résultat). Pour rappel, S2 1 N A A

la valeur moyenne valait (s) = 2. err ™ \/\ / vV \/\ / v \/

JAN N .

® ATTENTION : a priori, Ssz N’est PAS égal a (s)2!  Autrement dit : ne pas confondre (s)? et (s2) !

On peut le constater aisément a laide de Uexemple : 22 =4 # 9,6 .
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E) Cas du signal sinuscidal
B.1 | Définitions

Un signal sinusoidal s(¢) est un signal périodique de la forme :

s(t) = Acos(wt + ¢)

oil w est la pulsation (en rad.s™!), A est amplitude, et ¢ est la phase initiale.

A est positif et a la méme dimension que s(t).

D Période, fréquence et pulsation

Comme la fonction cos est périodique, le signal sinusoidal est périodique.
Quelle est sa période T'? On sait qu'il s’agit de la plus petite durée au bout de laquelle :

s(t+T) = s(t)
< cos(wt 4+ wT + ) = cos(wt + @)

Cela implique : wT = 2nm , ou n est nécessairement un entier naturel non nul puisque w > 0 et T' > 0. Mais comme on
cherche la plus petite valeur de T possible, alors il faut choisir n =1 d’ou : WT = 27 .

e N
ag . . . . .. 2m
La période T" d’un signal sinusoidal de pulsation w vérifie : | w = T
Comme la fréquence f est par définition I'inverse de la période, on peut en déduire :
N J

D Phase instantanée et phase initiale
4 2\

Pour un signal sinusoidal s(t) = A cos(wt + ¢), Pangle (wt + @) est la phase instantanée de s(t).
o est donc naturellement appelé phase initiale puisqu’il s’agit de la valeur de la phase instantanée a ¢t = 0.
(N J

d(wt
® On remarque que % =w. La pulsation représente donc la «vitesse (angulaire)» d laquelle évolue la phase instantanée.
Puisque la fonction cosinus est 27m-périodique, il peut suffire de définir la valeur de ¢ sur un intervalle de longueur 27.
Et autant utiliser un intervalle centré autour de 0.

Ainsi, on peut se retreindre a définir ¢ dans l’intervalle [—; 7).

D Tracé d'une fonction sinusoidale

Pour mieux comprendre le lien entre 1’évolution de la phase instantanée et ’évolution du signal, on peut s’aider d’un
cercle trigonométrique de rayon A (plutét que de rayon 1!) de sorte que, pour un angle wt + ¢, par projection sur
laxe des abscisses on puisse lire A cos(wt + ¢), c’est-a-dire s(t). Ainsi, puisque la phase wt + ¢ ne peut qu’augmenter
au cours du temps, on parcourt nécessairement le cercle dans le sens trigonométrique et la valeur de s(t)
oscille donc le long de I'axe Ox entre —A et A en suivant un motif sinusoidal :

Cas ou s(t) diminue Cas ou s(t) augmente
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S1  Description et analyse de signawx PHYSIQUE PCSI

Voici donc différents tracés suivant la valeur de la phase initiale .
Dans chaque cas, en regardant uniquement le cercle trigonométrique dans un premier temps, demandez-vous :

O est-ce que la fonction s(t) sera initialement positive ou négative ?
O sera-t-elle initialement croissante ou décroissante ?

Puis, vérifiez que cela est conforme avec le tracé.

phase initiale ¢

phase initiale ¢

On retiendra surtout que modifier la phase initiale ¢ a pour effet de translater la courbe sinusoidale vers la
gauche ou la droite le long de 'axe des temps.
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B.2 | Valeur moyenne d’un signal sinusoidal

to+T
/ A cos(wt + ¢)dt
to
A 1 . t0+T
= — |—sin(wt + @)
w

to

[sin(wty + wT + @) — sin(wtg + )]

= —[sin(wtp + 27 + ¢) — sin(wty + ¢)] car wT =27

w
=0 du fait de la 27-périodicité de la fonction sinus

[ La valeur moyenne d’un signal sinusoidal est toujours nulle.

® Plutot que par le calcul, on peut aussi le comprendre de maniére graphique : l’aire sous la courbe d’un motif est nulle puisqu’elle se
compose d’une aire positive et d’une aire négative toutes deuxr de méme valeur absolue.

B.3 | Valeur efficace d’un signal sinusoidal

1 2
En utilisant la formule de trigonométrie cos?a = % , on s(t)
obtient : 2 A e o _
s (t) = -t cos(2wt + 2¢)
A? T/2 T !
Il s’agit donc de la somme d’un signal constant de valeur 5 et d'un
2 A NN/
signal sinusoidal d’amplitude > et de pulsation 2w, donc de période
T
3 (comparer ci-contre les tracés de s(t) et s%(t)).
2

t

Ainsi, en appliquant la définition de la valeur efficace : 5 (¢)
2 2 A NN
Se ff= (s%)
A? A? ,
= (2 4 (2 cos(2wt +20)) FEVCR R AR
2 2
A2
=—+0
2 + t

T2 T

En effet, nous avons démontré précédemment que la moyenne d’une signal sinusoidal est nulle. Et il parait évident que
la moyenne d’une constante est égale a cette constante. (Pour s’en convaincre, appliquer simplement la définition de la
moyenne d une constante ...)

A

Pour un signal sinusoidal s(t) d’amplitude A, la valeur efficace est Sepf = —=

V2

® Si on souhaite une démonstration plus rigoureuse, la voici :

1 [PFT 42
Sfff == / ?[1 + cos(2wt + 2¢)]dt
¢

T
to
42 [totT q2 [totT
=57 dt  + 5T cos(2wt + 2¢p)dt
to to
A2 . T AQ 1 to+T
=t —[—'21&2}
T+ g gm0
AQ 2
=—(to+T—1to) + [sin(2wto + 2wT + 2¢) — sin(2wto + 2¢p)]
2T 4wT
A2 A2
=— + [sin(2wto + 47 + 2¢) — sin(2wto + 2¢p)] car wT =27
2 4wT
A? A?
= + o [sin(2wto + 2¢) — sin(2wto + 2¢)] car la fonction sinus est 2mwpériodique
w
AZ
T2

Il n’y a plus qu’d passer a la racine carré ...
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Cas d’un signal péricdique quelconque

Pourquoi avons-nous consacré tant d’importance au signal sinusoidal en lui dédiant une partie
spécifique alors qu’a priori, les signaux que ’on sera susceptible de rencontrer ne seront pas
nécessairement sinusoidaux ? Le mathématicien et physicien Joseph Fourier démontra au début
du XIXeme siecle que :

Tout signal physique peut se décomposer en une superposition signaux sinusoidaux.

Dans cette partie, nous nous intéresserons en particulier au cas des signaux périodiques et nous verrons que cette
superposition permettra de décrire aisément un signal périodique quelconque ainsi que de calculer simplement sa valeur
moyenne et sa valeur efficace.

C.1 | Spectre d’un signal périodique

( Décomposition en série de Fourier \

On considére un signal périodique s(t) de motif quelconque, de période T et de fréquence f = 1/T.

On admet que le signal s(t) peut alors s’écrire comme une superposition discréte de signaux sinusoidaux de

fréquences multiples de f :

s(t) = Ao+ Z Ay cos(2mfiut + ©n)

O Ag est la composante continue du signal.

O A; cos(2m fit + ¢1) est la composante fondamentale du signal, d’amplitude A; et de phase initiale 1. Sa
fréquence f; = f est appelée fréquence fondamentale et c’est donc elle qui impose la fréquence f et donc
la période T' du signal.

0O La composante A, cos(27 f,t + ¢n) pour n > 2 est ’harmonique de rang n du signal, d’amplitude A,, et
de phase initiale ,,.

& J
® Il est possible de démontrer cette autre forme équivalente : s(t) = Ao + Z (an cos(2m fnt) + B sin(2m fnt)) ou
n
2 [T 2 [T
an = ?/ s(t)cos(2mfnt)dt et PBn = ?/ s(t)sin(2mw fnt)dt  (expressions non-exigibles).
0 0
L’amplitude au rang n > 1 vérifie Ap = \/ a2 + B2.
Cas particulier n =0 : Ag = %

D Analyse spectrale d’un signal périodique
4 N\

L’analyse spectrale d’un signal consiste & déterminer ses composantes continue et sinusoidales.

Toute ’information portée par un signal s(t) est donc contenue dans son spectre.

Le spectre d’un signal se compose :
— du spectre d’amplitude : représentation de A,, en fonction de f,
— et du spectre de phase : représentation de ¢,, en fonction de f,
N J

Cas de la composante continue : le terme Ay correspond au terme A, cos(27f,, + ) dans le cas n = 0 en
imposant fo =0 et ¢y = 0.

n N . Gaudouen
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Exemple

Revenons a l’exemple de la partie m :

s(t) = 2+ 3cos(40mt + 0, 7m) 4+ 1, 5sin (1207715 + %) ot t est exprimé en secondes

AN

_2 \/ 25 50\/ 75 zod\/ 125 15&\/ 175 200

Afin de représenter le spectre de ce signal, il faut d’abord considérer chaque terme de l’addition comme étant de la forme
An cos(2mfnt + on) -

l@-%\moa

Q

Q Terme 3cos(40wt+ 0,77)  Dans ce terme nous powvons ainsi identifier une fréquence de 20 Hz. L’amplitude
correspondante est égale a 3 et la phase initiale est égale a 0, Tm.

™ R
Q Terme 1,5sin(1207t 4 Z) A Uaide de la relation de trigonométrie sin(a) = cos (a - g) , on peut écrire ce

deuziéme terme sous la forme 1,5 cos (1207rt — %) Cela correspond da une fréquence de 60 Hz, une amplitude égale
a 1,5 et une phase initiale égale a —%.

O Quelle est la frégquence fondamentale du signal 2 On constate que 60 Hz = 3 x 20 Hz. On peut ainsi
raisonnablement dire que le terme de fréquence 20 Hz est la composante fondamentale du signal, alors que le terme
de fréquence 60 Hz est I’harmonique de rang 3.

Q Et enfin, la composante continue du signal (de fréquence et phase initiale nulle) est bien évidemment Ao = 2.

Le signal peut donc effectivement s’écrire sous la forme : s(t) = Ao + Z Ay cos(2m fnt + on) en ne considérant que les

n
termes de rang 0, 1 et 3.

Voici le tracé du spectre correspondant :

Ay

A =3
il on

p1=0,7Tm
24 Ap =2
Az =1,5
1
0,1m

ol — I ‘ H — H

1o 20 90 40 30 60 4o (Y Fn (Hz)

10 20 80 40 50 10 70

p3=—7/4

On constate ici l’intérét du spectre qui est beaucoup plus facile a interpréter que la représentation de s(t)
en fonction du temps.

Voici ci-contre le tracé de s(t) en trait épats
gris clair, et le tracé des harmoniques en
traits fins moirs. On peut ainsi constater
graphiquement l’influence de chaque har-
monique sur l’allure temporelle du signal

s(t).

D Bilan

Un signal peut étre décrit entiérement aussi bien par sa représentation temporelle s(t) que par sa représentation
fréquentielle (son spectre).

En effet, nous avons vu & partir de I’exemple précédent que connaissant 1'une des deux représentations, on peut en

déduire 'autre. Et inversement.
N . Gaudouen
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C.2 | Valeur moyenne d’un signal périodique

Soit un signal s(t) = Ag + Z $n(t) olt 8, (t) = Ay, cos(wnt + @y) est Pharmonique de rang n > 1.

Onas (s) = (Ao + 3 snl®))

Puisque :

U la fondamentale et les harmoniques ont une valeur moyenne nulle (puisqu’il s’agit de composantes sinusoidales), cad
< Sn > =0,

O et la moyenne d’une constante est égale & cette constante, cad ( Ag) = Ao,

alors : | la valeur moyenne du signal s(t) est nécessairement égale a la composante continue : (s) = Ap

C3 | Valeur efficace d’un signal périodique

Avec les mémes notations que précédemment : 2 A2 + Z sa(t)+ Ao Z sn(t) + Z si(t).s
(4,9)

#i
Alors : S’eff—< A2+Zs —I—AOZSn —I—Zsi(t) s5(t))
(4,9)

i

=<A3>+Z<S%>+Aoz (sn)+ > (sis;)
n (4,9)
i#£]

Or : (s, ) =0 comme cela a déja été dit.
De plus, en exploitant 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a —b) :
AA.
si(t).s(t) = 12 L {eos[(w; +wj)t + (@i + ¢j)] + cos[(w; — w;)t + (¢i — ¢;)]} = somme de deux sinusoides .

Donc (s;.s; ) = 0 car la moyenne de la somme est la somme des moyennes et qu'une fonction sinusoidale est de moyenne

nulle.
11 reste donc : Sezf = (A2) + Z( s2) . On pourra aisément retenir ce résultat ainsi :
carré de la valeur efficace = somme des carrés des valeurs efficaces de chaque harmonique
(y compris celle de rang n =0!)
2
Avec AZ) = A2 et s2) =" comme cela a déja été démontré, il reste en passant & la racine carré :
0 0 n 2

A2
Sesf = Ag + Z —= (théoréme de Parseval)
- 2
Exemple

Revenons encore d 'ezemple de la partie u : s(t) =24 3cos(40mt 4 0, 77) + 1, 5sin (1207715 + Zl_r)

Nous avons déterminé au paragraphe précédent en étudiant le spectre de ce signal que : Ag =2 , A1 =3 et A3 =1,5.
On en déduit (s) = Ag = 2.

De plus : A2 A2

Sers = \] A2+ =
If > + 5
32 1,52
22 4 =
+5+5
=3,1

n N . Gaudouen
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2] Déphasage entre dew signawx sinuscidauy — m——

D.1 | Définition dans le cas général

Soient deux signaux sinusoidaux  s1(t) = Ay cos(wit+ 1) et s2(t) = Az cos(wat + @2).

Le déphasage A5 /; du signal sp par rapport au signal s; correspond a la différence des phases instantanées :

[ASOZ/l = (w2t + p2) — (wit + 901)]

Si Apz/1 > 0, alors on dira que s2 est en avance de phase par rapport a s;.

Si Apz/1 < 0, alors on dira que sz est en retard de phase par rapport a s;.

En intervertissant les indices 1 et 2, on obtient donc : Ay /s = (w1t + 1) — (wat + p2).

On en déduit alors aisément : [Agpl/g = —A(pg/l]

On en déduit naturellement que :
[ si s5 est en avance de phase par rapport a s1, alors s; est en retard de phase par rapport & so ;

1 et inversement.
\ Y,

ATTENTION : La notion de déphasage ne s’applique qu’a des signaux sinusoidauz! Cela n’aurait donc pas de sens de s’intéresser
au déphasage d’un signal triangulaire par rapport a un signal rectangulaire par exemple.

D Interprétation avec le cercle trigonométrique

Représentons par exemple le cas ol sp(t) serait en avance de phase par rapport & s1(t), cad Apg,; >0 .

Cela implique donc que : wat + g > wit + 1.

Voici alors la représentation géométrique de Aypy/; , différence des angles wat +
2 et wit + o1, qui est donc bien un angle positif (car orienté dans le sens
trigonométrique).

Et ainsi, Ay /o est négatif (angle orienté dans le sens anti-trigonométrique). Cela
signifie que s1(t) est en retard de phase par rapport & so(t).

n N . Gaudouen
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D.2 | Cas particuliers de signaux synchrones

Les signaux s; et so sont dits synchrones si ils possedent la méme pulsation w.

Le déphasage devient alors simplement la différence des phases initiales :

[A<P2/1 = @2 — S01J

et est donc indépendant du temps.
® On pourra bien sir en déduire aisément : Apy /5 = o1 — 2.

D Lien entre le déphasage et le décalage temporel de deux signaux synchrones

Soient tp et t4 des instants consécutifs de passage par zéro pour les deux signaux synchrones s; et so et pour
un méme sens de variation (décroissant dans l’exemple ci-dessous).

S1 (t) S9 (t)
.ﬁ;

/ tA t

Le signal s passe par 0 par valeur décroissante en t = t 4, alors que le signal s; ne fait de méme qu’a 'instant ultérieur
tp =ta + At.

A Taide du cercle trigonométrique, cela s’interpréte ainsi :

N N

A Tinstant t4 A Tinstant tp
sin sin
wala + P2 wilp + @1

COS

On constate que la phase instantanée de s(t4) est égale a celle de s1(tp). D’otu :

wata +p2 =witp + @1 = P2 — @] =wilp —wala
=  Apy = witp —wata
Or: wi=w=w et: tp—ta=AL.

Ainsi, lorsque so est en avance de phase par rapport a s; et lorsque les deux signaux sont décalés temporellement d’une
durée At :
AQDQ /1= wAt

® Puisque At > 0, alors A4p2/1 > 0 : on retrouve bien le fait que so soit en avance de phase par rapport d si.
Et donc Apy /s = —wAt < 0. s1 est alors en retard de phase par rapport a ss.

N . Gaudouen
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Généralisons :
e N

Pour deux signaux sinusoidaux synchrones s; et so de pulsation w et décalés temporellement d’une durée
At, leur déphasage peut s’écrire sous la forme :

Comment déterminer le signe +7? D’aprés l'exemple traité, pour un sens de variation donné (croissant ou
décroissant) :

U si sp passe par 0 avant sy, alors sz est en avance de phase et donc Ag,/; = wAt;

U si sy passe par 0 apres sp, alors sp est en retard de phase et donc Apy/y = —wAL .

Exemple

La figure ci-contre représente un écran d’oscilloscope avec deur signauz
sinusoidaur de méme fréquence s1(t) (en noir) et s2(t) (en gris, de plus
faible amplitude). La ligne horizontale centrale représente le niveau zéro
pour les deuzx signauzr. Une division de l’axe des temps correspond a
20 ms.

Calculer le déphasage de s2 par rapport da si.

D Cas particuliers A CONNAITRE :

21
Dans la 2éme colonne ci-dessous, on exploite le fait que w = T On note également n € N.

Déphasage Décalage temporel Allure graphique Observations
. WAt = 2nt = At =nT °1 (t) Sz(f) Les passages par 0 ont
Signaux en phase : / \ " lieu aux mémes instants
, , .
| A<P2/1| — o D’ec-alage d’un nombre entier de N\ 7/ et par méme sens de va-
perlodes riation.
T s1(t) solt
Signaux en WAt =71+ 2nmt = At =— +nT 1( ) 2(t) Les passages par 0 ont
opposition de phase : 3 , . 2’ . ‘ lieu aux mémes instants
Décalage d’une demi-période mais par sens de varia-
|Apa)| =7+ 2nm + un nombre entier de périodes tion opposés.
T T 51(t) sa(t
Signaux en WAL= = +2n1 = At = — +nT 1(¢) s2(t) o
2 4 Lorsqu’un signal passe
quadrature de phase : 4 A t ar 0, Pautre signal at-
T Décalage d’un quart de période \)</ \ P. ) g
|Apa/| = 5t 2nm + un nombre entier de périodes teint un extremum.

Dans lexemple de la derniére ligne de ce tableau, pour un méme sens de variation (sens décroissant par exemple), s1 passe par 0
avant s . Donc Apy/p >0 (s1 est en avance de phase par rapport d sz ).

N . Gaudouen
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